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概要

LK + 帰納的述語 ＋ 無限ブランチ
無限証明体系!"#$%[Brotherston 2006]

LK + 帰納的述語 ＋ 循環
循環証明体系C!"#$% [Brotherston 2006]

本研究の成果：無限証明から循環証明の構成
定理１：擬有限性を満たす無限証明から、同じ結論を持つ循環証明が構成可能である

• 擬有限性：各無限ブランチに出現するシーケントの集合が有限
• 補題１：無限証明の各無限パスについて、出現するシーケントの種類が有限ならば、任意の地点より

上に⼤域スレッド条件を満たす循環を作成可能
• 補題１を⽤いて無限証明から循環証明を構成

※本定理はシーケントの構造と種類の有限性にしか依存しないため、他の論理体系に適⽤可能
全ての無限ブランチに補題１を
単純に⽤いるだけではダメ

⻘⾊の8の字のブランチでは⼤域スレッド
条件の成⽴が保証されない

循環証明の構成（定理１の証明）
• 無限ブランチ全体に順序数を⽤いてインデックス

をつけ、 '( ) < + }とする
• 補題１よりブランチ'-の循環を、
{(01, 31) | 6 < )}よりも上に構成（左図）
→ 任意の)について、 (*)より{ 0(, 3( | 6 < )}は

有限であるため可能
• 全ての無限ブランチ{'(|) < +}について
{0(|) < +}で切る

• 切った結果は(*)より有限⽊となり、⼤域スレッド
条件を満たす

・循環を展開した無限⽊が⼤域スレッド条件を満たす
→⼀般に無限証明体系より制限された体系

・ブランチ＝証明⽊の枝
・スレッド＝⽮印で繋がれている述語の列
・「全ての無限ブランチは無限に進⾏するスレッドを持つ」

という健全性条件（⼤域スレッド条件）を満たすものを証明とする

⻘⾊のブランチは
元の無限証明に
存在しなかった
無限ブランチ

(*)⋃19( '1を{01}で切ると
有限(∵ Königの補題)

種々の命題論理に対する循環証明体系のカットなし完全性
• 定理１を利⽤することで、右の体系について

無限証明体系と循環証明体系の証明能⼒が等
しいことを証明

• 右の体系においては無限証明体系がカットな
し完全であることが既に⽰されている
[Brotherston 2006] [Studer 2008] [Dax 2006] 

無限証明体系 循環証明体系
命題論理＋帰納的定義 !"#$@AB@% = C!"#$@AB@%

命題論理＋不動点演算⼦ D!"E = D!"%
線形時相論理 + 不動点演算⼦ D!"◯E = D!"◯%

様相D計算 D!"□E = D!"□%
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(ER1)
!E0,O0

(=L)
x0 =0!Ex0,Ox0

(etc.)
...

(Case N)
Nx1 !Ex1,Ox1

(OR1)
Nx1 !Ox1,Osx1

(ER2)
Nx1 !Esx1,Osx1

(=L)
x0 =sx1,Nx1 !Ex0,Ox0

(Case N)
Nx0 !Ex0,Ox0

Figure 2. Portion of an LKIDω proof, with a progressing trace denoted by the underlined formulas.

The following lemma is a consequence of the local soundness of the proof rules and the fact that
a trace ‘tracks’ case-descendants of an inductive predicate along a path in a derivation tree.

Lemma 5.7
Let D be an LKIDω pre-proof of "0 !#0, and let M be a standard model such that "0 !#0 is false
in M under the valuation ρ0. Then there is an infinite path ("i !#i)i≥0 in D and an infinite sequence
(ρi)i≥0 of valuations such that:

1. for all i≥0, "i !#i is false in M under ρi;
2. if there is a trace (τi =Pji ti)i≥n following some tail ("i !#i)i≥n of ("i !#i)i≥0, then the

sequence (αi)i≥n of ordinals defined by:

αi = least α such that ρi(ti)∈Pα
ji

is non-increasing, i.e. αj+1 ≤αj for all j≥n. Furthermore, if j is a progress point of (τi)i≥n then
we have αj+1 <αj.

Proof. We write " %|=ρ # to mean that the sequent "!# is false in the model M under the valuation ρ.
First note that the ordinal sequence (αi)i≥n defined in property 2 of the lemma is well-defined, for,

by the definition of trace (Definition 5.4), we have τi =Pji ti ∈"i for each i≥n, and since "i %|=ρi #i
for all i by property 1 of the lemma we must have M |=ρi Pji ti, i.e. ρi(ti)∈

⋃
αPα

ji , for each i≥n.
Now ρi(ti)∈

⋃
αPα

ji iff ρi(ti)∈Pα
ji for some ordinal α, and there is a least such α by the well-ordered

property of the ordinals, so αi is defined for each i≥n.
The two properties required by the lemma are trivially true of the 1-element sequences ("0 !#0)

and (ρ0). We assume we have sequences ("i !#i)0≤i≤k and (ρi)0≤i≤k satisfying the two properties
of the lemma and inductively show how to construct "k+1 !#k+1 and ρk+1. We always choose
"k+1 !#k+1 to be a premise of the rule instance in D of which "k !#k is the conclusion, so that
("i !#i)i≥0 is an infinite path in D as required. To establish that property 2 holds of the constructed
sequence, it suffices to assume the existence of an arbitrary trace (τk,τk+1) following the edge
("k !#k,"k+1 !#k+1), and show that αk+1 ≤αk , with the inequality holding strictly if k is a progress
point of the trace. It is clear that this construction can be iterated infinitely often, thus yielding the
required infinite sequences.

We note that since D is an LKIDω derivation tree, the sequent "k !#k is the conclusion of
an instance of some LKIDω proof rule, which clearly cannot be a rule with no premises, as the
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成果：種々の命題論理に対する無限証明体系と循環証明体系について、以下を明らかにした
1. 擬有限性を満たす無限証明から同じ結論を持つ循環証明が構成可能であることを証明
2. いくつかの命題論理体系に対する、無限証明体系と循環証明体系の証明能⼒同等性を証明
3. 2で⽰した循環証明体系のカットなし完全性を証明

カットなし完全
定理２：右に⽰した循環証明体系はカットなし完全である

無限証明体系と循環証明体系のカットなし完全性

• ⼀階述語論理 [Brotherston 2006]
• 乗法的加法的線形論理+不動点演算⼦

[Doumane 2007]

• ⼀階述語論理 [Masuoka+ 2020]
• シンボリック・ヒープ分離論理

[Kimura+ 2020]

• 線形論理 [Kawasaki 2023] 
• bunched implicationの論理

[Saotome+ 2021]

いくつかの無限証明体系はカットなし完全
• 様相D計算 [Studer 2008]
• 線形時相論理+不動点演算⼦

[Dax 2006]

いくつかの循環証明体系はカットなし完全でない

どのような論理ならば、無限証明体系と循環証明体系の証明能⼒は等しくなるか？


