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概要

λµ計算は, Curry-Howard同型の意味で古典論理
と対応づけられる計算体系として Parigotによっ
て導入された λ計算の拡張であるが, 例外処理機
構や継続を表現することが可能であるなど, プロ
グラミング言語としても重要な性質を持つ. この
値呼び λµ計算の合流性を,並行変換を用いた方法
によって証明する. また, その強正規化性を CPS
変換を用いた方法によって証明する.

1 はじめに

Curry-Howard同型の意味で古典論理と対応づけ
られる計算体系は, 例外処理や継続を表現するプ
ログラミング言語としていくつか紹介されている.
Parigot [7]によって導入された λµ計算もこのよ
うな計算体系の一つであるが, これは他の体系に
比べて単純な文法をもち, さらにプログラミング
言語として充分強力な表現能力を持つことが知ら
れている. この意味で, λµ計算のプログラミング
言語としての性質は重要であり, 広く研究されて
いる. 例えば, Ong, Stewart [6]は, 値呼び λµ計
算の体系 λµV を導入し, これを基にして値呼びプ
ログラミング言語 µPCFV を構成し, さらにこの
体系がMLスタイルの例外処理機構や継続機構を
表現できることを示している.
値呼び λµ計算の合流性は, 馬場, 廣川, 藤田の

[1]による方法を拡張した並行変換を用いて証明す
る. [1]では, 従来の並行変換の概念を拡張するこ
とによって, シンプリフィケーションと呼ばれる
簡約規則を含まないような値呼び λµ計算の合流
性を証明している. シンプリフィケーションは,自
然な計算体系を構成するための簡約として Ong,
Stewartの体系 λµV などにも含まれるが, この簡
約を含む体系を考える場合, [1]の並行変換をその
ままの形で適用することは出来ない. そこで, こ
の並行変換を拡張することによってシンプリフィ
ケーションの規則を含む値呼び λµ計算の合流性
を証明する.
値呼び λµ計算の強正規化性の証明にはCPS変

換を利用する. ここで用いる CPS変換は, [9]な
どでmodified CPS-translationと呼ばれている変
換に相当する. これは λµ項から λ項への変換で

あり, 型付け可能性と簡約関係を保存するという
性質を持つため, λµ計算の強正規化性を λ計算
のの強正規化性に帰着することができる. この変
換は [4]や [8]などにおいても強正規化性の証明
に利用されているが, これらの証明はいずれも誤
りを含んでいる. これらの原因は, この変換が狭
義の簡約関係までは保存しないことにある. すな
わち, λµ 計算において 1 ステップ以上の簡約関
係にある 2つの項が, 同一の λ項に変換され得る
ため, 単純に λ計算の場合に帰着できない. そこ
で我々は, λµ計算の狭義の簡約関係のうち, この
変換によって保存されるもののクラスを明らかに
し, その結果を利用して値呼び λµ計算の強正規
化性を証明する. この方法は, 他のシステムに対
する, CPS変換を用いた強正規化性の証明にも適
用できる.

2 値呼びλµ計算の定義

我々が考える値呼び λµ計算の体系は以下の通り
定義される.
以下で考える体系は [5]で λV µと呼ばれている

体系であり, 多相型を持ち, [2]の意味で domain-
freeな λµ計算の値呼び体系である. 多相型を持
つ値呼び λµ計算は, Curryスタイルの場合にサブ
ジェクトリダクションを満たさない体系となるこ
とが知られている [5]. このため, 我々は domain-
freeな体系を考える. また, 以下の議論は自然に
Churchスタイルの場合に適用できる.

定義 2.1. (値呼び λµ計算の型と項)
(1) 変数として, 型変数（s, t . . .）, λ 変数

（x, y . . .）, µ変数（α, β . . .）を用意する.
(2) 型 (σ, τ . . .で表す)

σ ::= t | ⊥ | σ → σ | ∀t.σ
(3) 項 (M, N . . . または P,Q . . .で表す)

M ::= x | λx.M | Λt.M | µα.M |
MM | Mσ | [α]M

(4) 値 (U, V, W . . .で表す)
V ::= x | λx.M | Λt.M | [α]M

定義 2.2. (µ変数への代入)
µ変数への代入M [α ⇐ N ], M [N ⇒ α]を以下

の規則に基づいて, M に関して帰納的に定義する.



(r) ([α]M)[α ⇐ N ] ≡ [α]((M [α ⇐ N ])N)
(t) ([α]M)[α ⇐ σ] ≡ [α]((M [α ⇐ σ])σ)
(l) ([α]M)[N ⇒ α] ≡ [α](N(M [N ⇒ α]))

定義 2.3. (簡約規則)
λµ項の簡約 ¤を, 以下の簡約を含む最小の合

同関係とする.
(βv) (λx.M)V ¤ M [x := V ]
(βt) (Λt.M)σ ¤ M [t := σ]
(ηv) λx.V x ¤ V (x /∈ FV (V ))
(µr) (µα.M)N ¤ µα.M [α ⇐ N ]
(µl) V (µα.M) ¤ µα.M [V ⇒ α]
(µt) (µα.M)σ ¤ µα.M [α ⇐ σ]
(µη) µα.[α]M ¤ M (α /∈ FV (M))
(rn) [α](µβ.V ) ¤ V [β := α]

FV (M)はM に含まれる自由な λ変数, µ変
数, 型変数の全体を表す. (µr), (µl), (µt)の簡約を
構造簡約, (µη)の簡約をシンプリフィケーション,
(rn)の簡約を名前替えと呼ぶ. ¤の推移的閉包を
¤+で, ¤の反射的推移的閉包を¤∗で, それぞれ
表す. ¤+ を狭義の簡約関係と呼ぶ.

定義 2.4. (型付け規則)
(1) λ文脈 Γ ::=<> | x : σ, Γ
(2) µ文脈∆ ::=<> | σα, ∆
(3) Γ, x : σ ;∆ ` x : σ (ass)

Γ, x : σ ; ∆ ` M : τ

Γ;∆ ` λx.M : σ → τ
(→ I)

Γ;∆ ` M : σ → τ Γ;∆ ` N : σ

Γ;∆ ` MN : τ
(→ E)

Γ;∆ ` M : σ

Γ;∆ ` Λt.M : ∀t.σ (∀I)

Γ;∆ ` M : ∀t.σ
Γ;∆ ` Mτ : σ[t := τ ]

(∀E)

Γ;∆ ` M : σ

Γ;∆, σα ` [α]M :⊥ (⊥ I)

Γ;∆, σα ` M :⊥
Γ;∆ ` µα.M : σ

(⊥ E)

(∀I)において, t /∈ FV (Γ)∪FV (∆)である. ま
た, (⊥ I)において, もし α ∈ FV (∆)ならば ∆
中で αに割り当てられている型は σである.

定義 2.5.
(1) 記法として, MN ≡ NM を用いる. 例え

ば, (µα.M)V PU ≡ U(V (µα.M)P )である.
(2) 記号 A,B . . .は,通常の λµ項, 型, 下線付

きの値, のいずれかを表す. 代入M [α ⇐ A]は,
Aが通常の項N のときはM [α ⇐ N ]を, 型 σの
ときはM [α ⇐ σ]を, 下線付きの値 V のときは
M [V ⇒ α]をそれぞれ表すとする. このとき構造
簡約の規則 (µr), (µl), (µt)は, 併せて

(µ) (µα.M)A ¤ µα.M [α ⇐ A]

と表される.
(3) 列 ~A = (A1, . . . , An)に対して,

M ~A ≡ MA1 . . . An

M [α ⇐ ~A] ≡ M [α ⇐ A1] . . . [α ⇐ An]
とする.

以上の記法のもとで, 次が成り立つ.
(µα.M) ~A ¤∗ µα.M [α ⇐ ~A]

3 値呼びλµ計算の合流性

値呼び λµ計算の合流性は並行簡約の概念を導入
することにより, 証明する. ここで我々が考える
並行簡約は, 馬場, 廣川, 藤田によって [1]で用い
られた並行簡約をさらに拡張したものである.

定義 3.1. (並行簡約)
(P1) x Â x.
(P2) M Â M ′ ⇒ λx.M Â λx.M ′

(P3) M Â M ′ ⇒ Λt.M Â Λt.M ′

(P4) M Â M ′ ⇒ µα.M Â µα.M ′

(P5) M Â M ′, N Â N ′ ⇒ MN Â M ′N ′

(P6) M Â M ′ ⇒ Mσ Â M ′σ
(P7) M Â M ′ ⇒ [α]M Â [α]M ′

(P8) M Â M ′, V Â V ′

⇒ (λx.M)V Â M ′[x := V ′]
(P9) V Â V ′, x /∈ FV (V ) ⇒ λx.V x Â V ′

(P10) M Â M ′ ⇒ (Λt.M)σ Â M ′[t := σ]
(P11) M Â M ′, α /∈ FV (M)
⇒ µα.[α]M Â M ′

(P12) M Â M ′, ~A Â ~A′

⇒ (µα.M) ~A Â µα.M ′[α ⇐ ~A′].
(P13) V Â V ′, ~A Â ~A′

⇒ [α]((µβ.V ) ~A) Â V ′[β ⇐ ~A′][β := α].
ここで, ~A Â ~A′は, 列 ~A, ~A′の各要素 Ai, A

′
iにつ

いて, Ai Â A′i であることを表す.

この並行簡約は, 次の性質を満たす.

補題 3.2.
M Â M1 かつM Â M2 ならば, M1 Â M3 か

つM2 Â M3 であるようなM3 が存在する.

[1]では並行変換を用いて, 多相型を含まず, さ
らに簡約規則として (ηv), (µη)を含まない値呼び
λµ計算の合流性を証明しているが, このとき用い
られた並行変換は (P1), (P2), (P4), (P5), (P7),
(P8), (P13)および

(P12’) M Â M ′, A Â A′

⇒ (µα.M)A Â µα.M ′[α ⇐ A′]
によって定義される. この並行簡約の重要な点は,
(P13)によって, 連続した構造簡約と, それに続く
1回の名前替えを, 併せて 1ステップの並行簡約
と見なしていることである.

– 2 –



しかし, シンプリフィケーション (µη)を含む体
系では, 並行変換を (P12’)によって定義すると,
上の補題が成立しない. 例えば,

M ≡ µα0.[α0](µα1.x) ~A
は, 1ステップの並行簡約によって µα0.xおよび
(µα1.x) ~Aに変換されるが, (P12’)によって並行簡
約を定義した場合, この 2項は 1ステップでは合
流しない.
値呼び λµ計算の合流性は, 上の補題から直ち

に証明される.

定理 3.3. (値呼び λµ計算の合流性)
λµ 項 M が M1 および M2 へ簡約されるなら

ば, M1 およびM2 から簡約される共通の λµ 項
M3 が存在する.

4 値呼びλµ計算の強正規化性

値呼び λµ計算の強正規化性は, λµ項から λ項へ
の変換であるCPS変換を導入し, λ計算の強正規
化性に帰着することによって証明する.
ここで我々が用いるCPS変換は, [3], [8], [9]な

どにおいてmodified CPS-translationと呼ばれて
いる変換に相当するもので, 型付け可能性, およ
び簡約関係を保存するという性質を持つ.
以下では, λ2を domain-freeスタイルの 2階 λ

計算とし, K,Lなどで λ2項を表す.

定義 4.1. (CPS変換)
以下ではM , M : K, Φ(V )および tq を同時に

定義する. M を λµ項M の CPS変換と呼ぶ.
(1) M ≡ λk.(M : k) (kは新しい λ変数)
(2) V : K ≡ KΦ(V )

µα.M : K ≡ (M : I)[α := K]
V U : K ≡ Φ(V )Φ(U)K
MU : K ≡ M : λm.mΦ(U)K
V N : K ≡ N : λn.Φ(V )nK
MN : K ≡ M : λm.(N : λn.mnK)
V σ : K ≡ Φ(V )σqK
Mσ : K ≡ M : λm.mσqK

（m,nは新しい λ変数, I ≡ λx.x.）
(3) Φ(x) ≡ x

Φ(λx.M) ≡ λx.M

Φ(Λt.M) ≡ Λt.M
Φ([α]M) ≡ M : α

(4) tq ≡ t
⊥q≡⊥
(σ → τ)q ≡ σq → ¬¬τ q

(∀t.σ)q ≡ ∀t.¬¬σq

この CPS変換は型付け可能性を保存する.

命題 4.2.
λµ項M , 型 σ, 文脈 Γ,∆に対し, λµ計算の型

理論において Γ;∆ ` M : σ が成り立つならば,
λ2の型理論において, Γq,¬∆q ` M : ¬¬σq が成
り立つ.

この CPS変換は簡約関係 ¤を保存するが, 狭
義の簡約関係¤+は保存しない. すなわち, M ¤N

かつM ≡ N となる λµ項M,N が存在する. こ
の理由は, 一部の構造簡約の基がCPS変換の過程
で簡約されるからであり, またそれによって, 一
部の部分項の情報が CPS変換によって失われる
からである. 例えば,

(µα.x)(Iy) ≡ (µα.x)y
であるが, これは CPS変換 (µα.x)M を計算する
過程で構造簡約 (µα.x)M ¤µα.x相当の簡約が行
われるために, M の情報が失われるからである.
そこで, λµ 計算の狭義簡約関係のうち, CPS

変換によって保存されるもののクラスを明らかに
する.
以下, M ⊂ N によって, M がN の部分項であ

ることを表す.

定義 4.3.
(1) λµ項M が消去因子であるとは, 新しい λ

変数 x に対して x /∈ FV (M : x) であることを
言う.

(2) N ⊂i M をM に関して帰納的に定義する.
(i) N ⊂i M ならば, N ⊂i λx.M .
(ii) N ⊂i M ならば, N ⊂i Λt.M .
(iii) N ⊂i M ならば, N ⊂i µα.M .
(iv) N ⊂i M ならば, N ⊂i [α]M .
(v) N ⊂i M ならば, N ⊂i Mσ.
(vi) M1 が消去因子のとき. N ⊂i M1 ま

たはN ⊂ M2 ならば, N ⊂i M1M2.
(vii) M1 が値で M2 が消去因子のとき.

N ⊂ M1 またはN ⊂i M2 ならば, N ⊂i M1M2.
(viii) (vi), (vii)以外のとき. N ⊂i M1 ま

たはN ⊂i M2 ならば, N ⊂i M1M2.
(3) N ⊂ MかつN ⊂i Mでないとき, N ⊂e M

とする.

次に, λµ計算の簡約を分類する. 以下では, ¤µ

は構造簡約を, ¤sλ は構造簡約以外の簡約を表す
とする.

定義 4.4.
(1) M ¤ N とし, M 中の簡約基を R とする.

R ⊂e M のときM ¤e N とし, R ⊂i M のとき
M ¤i N とする.

(2) 簡約M ¤ N を簡約基 R ≡ (µα.P )Qの構
造簡約であるとする. P が [α]V（V は値）の形
の部分項を含むときM ¤µ+ N とし, それ以外の
ときM ¤µ− N とする.

(3) M ¤µ+ N とする. P 中の [α]V の形をし
た全ての部分項について [α]V ⊂e P であるとき,

– 3 –



M ¤µ+
e

N とする. それ以外のとき, M ¤µ+
i

N と
する.

この分類によって, 狭義簡約関係のうちCPS変
換によって保存されるもののクラスが, 次の命題
の通り, 明らかになる.

命題 4.5.
M ¤e

sλ N またはM ¤e
µ+

e
N ならばM ¤+ N で

あり, M ¤e
µ+

i

N またはM ¤e
µ− N またはM ¤i N

ならばM ≡ N である.

この結果を用いて値呼び λµ計算の強正規化性
を示す. このためには, 次の補題を示せば充分で
ある.

補題 4.6.
規則 (βv), (βt), (µ)のみから得られる簡約¤λµ

について, 型付け可能な項は強正規化可能である.

以下, この補題を証明する.

定義 4.7. (増幅項)
λµ項M の増幅項とは, M 中の µα.P の形の部

分項を全て
µα.(λz.P ′)([α]Q)

に置き換えたものとする. ここで, z は新しい λ
変数, P ′は P の増幅項, Qは消去因子を含まない
任意の項とする.

補題 4.8.
(1) λµ項が型付け可能ならば, その増幅項で型

付け可能なものが存在する.
(2) 任意の増幅項 M とその部分項 N に対し,

N ⊂e M である.
(3) M ′ がM の増幅項であり, M ¤λµ N なら

ば, N の増幅項N ′でM ′¤λµ N ′なるものが存在
する.

この補題により, ¤λµの無限簡約列から,その増
幅項を取ることによって, ¤e

sλ, ¤e
µ+

e
, ¤e

µ− のみか
らなる無限簡約列が得られる. さらに各項のCPS
変換を考えることによって λ2の簡約列が得られ
るが, ¤µ− が強正規化可能であることより, この
列は無限列となり, λ2の強正規化性に対して矛盾
が得られる.
以上で, ¤λµの強正規化性が証明され,したがっ

て値呼び λµ計算の強正規化性が証明される.

定理 4.9. (値呼び λµ計算の強正規化性)
λµ項M が型付け可能ならば, M から始まる無

限簡約列は存在しない.

5 まとめ

従来, CPS 変換を用いた強正規化性の証明とし
て, 厳密に正しいものは存在しなかったが, 我々の
方法を用いれば, 値呼び λµ計算の強正規化性は,
CPS変換を用いた方法によって証明される. この
方法、特に増幅項に相当する概念は, [8]の λµ計
算や, [4]のシステムに対しても適用することがで
きる.
全ての狭義簡約関係を保存するCPS変換は,強

正規化性の証明に関してだけでなく, λµ計算の計
算体系としての性質を考える上で興味深い. 今後
はこのような CPS変換を, その存在性を含め, 考
える.
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