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概 要

本論文は，選言とその置換簡約を含む自然演繹古

典論理体系の強正規化性を，CPS変換と増加項の概
念を用いて証明し，de Groote による誤った証明に
対する修復を与える．さらに，含意，連言に対する

除去規則の一般化である一般的除去規則とその置換

簡約を含む自然演繹古典論理についても，その強正

規化性を同様の方法で証明する．この際，置換簡約

と µ-簡約については，項が型をもたなくても強正規
化性が成立することを証明する．また，選言を含む

自然演繹古典論理が，一般的除去規則をもつ自然演

繹古典論理に証明正規化も含めて埋め込めることを

示し，これによって選言を含む自然演繹古典論理の

強正規化性が一般的除去規則をもつ自然演繹古典論

理の強正規化可能性に帰着できることを示す.

1 はじめに

近年，Griffinが [7]において古典論理とプログラ
ムにおけるコントロールオペレータの関連を指摘し，

Parigotが [12]において λ計算の拡張として自然演

繹古典論理に相当する λµ 計算を提案して以来，古

典論理の計算体系としての側面に対する興味が非常

に高まっており，[3]，[13]，[6]，[4]，[17]，[2]，[9]，
[14]など古典論理の証明の正規化に関する研究が盛
んになされている．

自然演繹直観主義論理における正規な証明は，λ

計算における β 変換に相当する簡約を繰り返すこと

によって得られる．このとき正規な証明は，証明中
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の任意の除去規則の主前提は他の除去規則と仮定の

みから得られる，という特徴を持つ．ここで，除去

規則の主前提とはその除去規則によって除去される

結合子を含む前提のことで，例えば→除去の規則
Γ ` α → β Γ ` α

Γ ` β
(→E)

における前提 α → βが主前提である．この特徴のた

め，正規な証明中に出現する全ての論理式は結論ま

たは仮定の部分論理式になっている，という顕著な

性質 (subformula property)が成立する．これは自然
演繹古典論理，すなわち型付 λµ計算でも，簡約とし

て構造簡約 (µ簡約) を考えることによって同様に成
立する．しかし，論理結合子として選言を含む体系

を考える場合，β正規な証明が subformula property
を満たすとは限らない．選言の除去規則は，

Γ ` α ∨ β Γ, α ` γ Γ, β ` γ

Γ ` γ
(∨E)

のように，結論 γが主前提α∨βの部分論理式とは限

らない形をしているため，β 簡約を考えるのみでは

subformula propertyが成立しないのである．このよ
うな形の除去規則をもつ体系の subformula property
を保証するために，古くから置換簡約と呼ばれる簡

約が考えられている．置換簡約とは，連続する二つ

の除去規則を置換する簡約である (図 1)．この規則
により，正規な証明中の任意の除去規則の主前提は

「選言以外の結合子に関する除去規則の結論，また

は，仮定」のみから得られることが解り，これによっ

て subformula propertyが保証される．このような，
結論が主前提の部分論理式となっていないような形

の除去規則は選言の他にも存在 (∃)や，様相論理に
おける様相オペレータなどの除去規則にも見られる



.... M

Γ ` α ∨ β

.... P1

Γ, α ` γ1 → γ2

.... P2

Γ, β ` γ1 → γ2

Γ ` γ1 → γ2
(∨E)

.... N

Γ ` γ1

Γ ` γ2
(→E)

↓

.... M

Γ ` α ∨ β

.... P1

Γ, α ` γ1 → γ2

.... N

Γ ` γ1

Γ, α ` γ2
(→E)

.... P2

Γ, β ` γ1 → γ2

.... N

Γ ` γ1

Γ, β ` γ2
(→E)

Γ ` γ2
(∨E)

図 1: 置換簡約

が，これらの結合子に関しても同様の置換簡約が考

えられる．

[4]において de Grooteは，自然演繹古典論理に対
応する Parigotの λµ計算 [12]に選言，連言を加え，
選言に関する置換簡約を導入した体系 λµ→∧∨⊥を提

案し，その強正規化性のCPS変換を用いた証明を試
みているが，Matthesが [9]で指摘したとおり，この
証明には誤りが含まれている．

本論文では，我々が [10]で λµ計算の強正規化性の

証明に用いた増加項の概念による証明法が，λµ→∧∨⊥

の強正規化性の証明にも利用できることを示し，[4]
の証明の誤りを修正する．

連言や含意に関しても選言と同様の形の除去規則

を考えることができる．これを，von Platoは [15]で
一般的除去規則と呼び，連言，選言，含意の一般的

除去規則を持つような自然演繹直観主義論理体系を

定義している．一般的除去規則に対しては選言のと

きと同様の置換簡約を考えることができるが，[15]
では一般的除去規則をもつ自然演繹における正規な

証明とシーケント計算におけるカットなしの証明の

間に一対一の対応関係があることを示している．こ

の正規性は β簡約と置換簡約に関する正規性であり，

ここでも置換簡約の概念は重要な役割を果たしてい

る．この結果は古典論理にも自然に拡張できる．

一般的除去規則に対する強正規化性は，含意のみ

を含む直観主義論理の場合に限り，Joachimski と

Matthesによって証明されている [8]が，より一般の
論理結合子を含む体系や古典論理の場合に関しては

未だ証明がない．

本論文では選言，連言，含意とその一般的除去規

則をもつ自然演繹古典論理 λµ→∧∨⊥g の強正規化性を

λµ→∧∨⊥ の場合と同様，CPS変換と増加項を用いる
方法によって証明する．この際，µ簡約と置換簡約

に関しては型を持たない項に関しても強正規化可能

であることを，de Groote[4]のノルムの概念を拡張
することによって証明する．

2 自然演繹古典論理 λµ→∧∨⊥

この章では，de Grooteが [4]で提案した選言とそ
の置換簡約を含む自然演繹古典論理体系 λµ→∧∨⊥を

定義し，その強正規化性の証明のアイディアについ

て述べる．

λµ→∧∨⊥は Parigotの λµ計算 [13]に連言，選言，
及び証明の正規化として選言に対する置換簡約を追

加した体系である．

定義 2.1 (λµ→∧∨⊥) λµ→∧∨⊥ の型，項，型付け規

則，簡約規則などは以下で定義される．

(i) 型は以下で定義される論理式と同一であるとす
る．

α, β ::= ⊥ | α → β | α ∧ β | α ∨ β



(ii) 項を以下で定義する．

M, N ::= x | λx.M | MN | 〈M, N〉 | πjM

| ιjM | δ(M, x1.N1, x2.N2)

| aM | µa.M

ここで，j = 1または 2である．以下同様にメ
タ変数 jはインデックス 1または 2を表すとす
る．xを λ変数，aを µ変数と呼ぶ．また，除

去文脈を以下で定義する．

K ::= [] | KM | πjK | δ(K, x.N, y.L)

除去文脈の []への項M の代入を代入して得ら

れる項 K[M ]は通常のとおり定義する．除去文
脈のうち以下で定義されるものを特に単一除去

文脈と呼ぶ．

C ::= []M | πj [] | δ([], x.N, y.L)

(iii) λµ→∧∨⊥ の型判断は，Γ ` M : α;∆の形であ
る．ここで Γは x : αの形の λ変数に対する型

宣言の集合，∆は a : αの形の µ変数に対する

型宣言の集合である．型付け規則は図 2のとお
りである．

(iv) 代入M [x := N ]は通常と同様に定義される．除
去文脈 Kに対して，構造的代入M [a⇐K]は，
M 中の各部分項 aN を a(K[N [a⇐K]])で置き
換えたものとする．λµ→∧∨⊥ の簡約規則は図 3
のとおりである．ここで，C は任意の単一除去
文脈である．簡約は項中の任意の場所で行なえ

るとする．δ で定義される簡約を置換簡約と呼

ぶ．以下では→によって 1ステップの β，δま

たは µのいずれかの簡約を表わし，→+によっ

て→の推移的閉包を，→∗ によって→の反射
的推移的閉包を，それぞれ表わすとする．項M

が正規であるとは，M → N となる N が存在

しないこととする．

正規な証明に求められる好ましい性質として sub-
formula propertyがある．これは，正規な証明中に

出現する任意の論理式が結論の部分式になっている，

という性質であり，体系の無矛盾性を証明したり，自

動証明を考える際に有利な性質である．λµ→∧∨⊥の

ような，選言を含む自然演繹体系においては，選言

の除去規則 (∨E)中の γ は α ∨ β の部分式とは限ら

ない．このため，正規化として β簡約のみを考える

と subformula property は成立しない．置換簡約 δ

を追加することによってこの性質が保証される [4]．

定理 2.2 (Subject Reduction [4]) Γ ` M : α;∆
が λµ→∧∨⊥において導出可能であり，M → N であ

れば，Γ ` N : α;∆が λµ→∧∨⊥において導出可能で

ある．

定理 2.3 (Subformula property [4]) Γ ` M :
α;∆の λµ→∧∨⊥ における正規な証明中に現れる任

意の論理式 βは，Γ，∆中の論理式もしくは α の部

分式である．

[4] において，de Groote はこの体系の強正規化
性に対する CPS 変換を用いた証明を試みているが，
Matthesが [9]で指摘しているとおり，この証明は誤
りを含んでいる．

λµ計算の µオペレータのようなコントロールオ

ペレータを含む計算体系の強正規化性をCPS変換に
よって単純型付 λ計算の強正規化性に帰着する方法

は [4]の他にも，[3]，[13]，[6]，[5]など多く試みられ
ている．例えば λµ計算の例では，M ≡ λk.(M : k)
で定義される CPS変換は型付け可能性と簡約関係
を保存する．ここでM : K は，

x : K ≡ xK

λx.M : K ≡ K(λx.M)

MN : K ≡ M : λm.mNK

aM : K ≡ M : ka (ka は λ変数)

µa.M : K ≡ (M : λx.x)[ka := K]

のように定義される．この定義では，µ抽象の CPS
変換における継続Kの受け渡しを代入の形で定義す

ることにより，簡約関係を保存している．しかし，µ

抽象 µa.M のM が aを自由に含まない場合，継続



Γ, x : α ` x : α; ∆
(Ax)

Γ ` M : α;∆, a : α

Γ ` aM : ⊥; ∆, a : α
(⊥I)

Γ ` M : ⊥;∆, a : α

Γ ` µa.M : α;∆
(⊥E)

Γ, x : α ` M : β;∆
Γ ` λx.M : α → β;∆

(→I)
Γ ` M : α → β;∆ Γ ` N : α;∆

Γ ` MN : β;∆
(→E)

Γ ` M : α;∆ Γ ` N : β;∆
Γ ` 〈M,N〉 : α ∧ β;∆

(∧I)
Γ ` M : α1 ∧ α2;∆
Γ ` πjM : αj ; ∆

(∧E)

Γ ` M : αj ; ∆
Γ ` ιjM : α1 ∨ α2;∆

(∨I)
Γ ` M : α ∨ β;∆ Γ, x : α ` N : γ;∆ Γ, y : β ` L : γ;∆

Γ ` δ(M, x.N, y.L) : γ;∆
(∨E)

図 2: λµ→∧∨⊥ の型付け規則

(β→) (λx.M) N →β M [x :=N ]
(β∧) πj〈M1,M2〉 →β Mj

(β∨) δ(ιjM, x1.N1, x2.N2) →β Nj [xj :=M ]

(δ) C[δ(M, x.N, y.L)] →δ δ(M, x.C[N ], y.C[L])

(µ) C[µa.M ] →µ µa.M [a ⇐ C]

図 3: λµ→∧∨⊥ の簡約規則



Kは消滅してしまうため，K中に含まれる簡約基を

簡約するステップは消滅してしまう．例えば，任意

の N について (µa.x)N ≡ λk.x(λx.x)であるから，
N 中の簡約基は CPS変換後の項には現れない．こ
の継続消滅によって，CPS変換を用いた強正規化性
の証明の多くは誤りを含んでいる [10]．

[4] において de Groote は，上記の問題を
回避するために，µ 抽象 µa.M の CPS 変換
を，M が自由な a を含まない場合に限り，

µa.M : K ≡(λka.(M : λx.x))K とすることで修

正を試みている．しかし，この修正後の CPS 変換
では簡約関係を保存しない例が Matthes によって
与えられている [9]．例えば，M ≡ µa.(λz.x)(ay)，
N ≡ µa.xとするとM →β N であるが，

M ≡ λk.(λm.m(λk0.yk)(λx.x))(λzk1.xk1)

N ≡ λk.(λka.x(λx.x))k

となり，これらは合流するが，M →∗ N は成立しな

い．すなわち [4]の Lemma 10は成立せず，λµ→∧∨⊥

の強正規化性の証明は完成していない．

3 λµ→∧∨⊥の強正規化性

この章では [10]における増加項を用いた証明法が
λµ→∧∨⊥ の強正規化性にも適用できることを示し，

de Grooteによる誤った証明に対する修正を与える．
まず，CPS変換を定義し，その性質を述べる．次

に増加項の概念について説明する．最後にこれらの

性質を用いて λµ→∧∨⊥ の強正規化性を証明する．

3.1 CPS変換

ここで定義する CPS変換は [4]でmodified CPS-
translationとして定義されているものと本質的に同
じである．ただし，増加項の概念を用いて強正規化

性を証明するため，µ抽象に関する場合分けは不要

である．

定義 3.1 (CPS変換) λµ→∧∨⊥ 項M のCPS変換

をM ≡ λk.(M : k)と定義する．ここで，λµ→∧∨⊥

項M と λ項Kに対してM : Kは以下で定義される．

x : K ≡ xK

λx.M : K ≡ K(λx.M)

MN : K ≡ M : λm.mNK

〈M,N〉 : K ≡ K(λx.xM N)
πjM : K ≡ M : λx.x(λy1y2.yjK)

ιjM : K ≡ K(λy1y2.yjM)
δ(M, x1.P1, x2.P2) : K ≡

M : λm.m(λx1.(P1 : K))(λx2.(P2 : K))
aM : K ≡ M : ka (ka は λ変数)

µa.M : K ≡ (M : λx.x)[ka := K]

定義 3.2 (二重否定変換) 論理式 αの二重否定変換

を α ≡ ¬¬α∗ で定義する．ここで ¬αは α → ⊥の
略記であり，α∗ は以下で定義される．

⊥∗ ≡ ⊥
(α → β)∗ ≡ α → β

(α ∧ β)∗ ≡ ¬(α → ¬β)

(α ∨ β)∗ ≡ ¬α → ¬¬β

命題 3.3 λµ→∧∨⊥ で M が型をもてば，単純型付

λ計算でM が型をもつ．より詳細には，Γ ` M :
α;∆ が導出可能なとき，単純型付 λ 計算において

Γ,¬∆∗ ` M : αが導出可能である．

証明. Γ ` M : α;∆の導出に関する帰納法による．

定義 3.4 µ抽象項 µa.M が空疎であるとは，M 中

に自由な a が現れないことを言う．λµ→∧∨⊥ 項 M

が空疎であるとは，M が部分項として空疎な µ抽象

項を含むことを言う．

補題 3.5 λµ→∧∨⊥ 項M は型をもち，空疎でなく，

さらにKは任意の λ項とするとき，以下が成り立つ．

(i) M が aを自由変数として含み，aの型が⊥でな
いならば，M : K は ka を自由変数として含む．

(ii) M の型が ⊥でないとき，M :K は自由変数と
してK の自由変数を全て含む．



証明. Γ ` M : α;∆の導出に関する帰納法によって
同時に証明する．

(i) M ≡ M1M2 で，M2 が aを含むとき． (i)に
関する帰納法の仮定より，M2 ≡ λk.M2 : k は
ka を含む．また，M1 は β → α 6≡ ⊥ の形の
型を持つから (ii) に関する帰納法の仮定より，
M1M2 : K ≡ M1 : λm.mM2Kは，M2の自由変

数を全て含むから ka も含む．

M ≡ aM1 のとき． aの型が ⊥でないことよ
り，M1 の型は ⊥でない．(ii)に関する帰納法
の仮定より，aM1 : K ≡ M1 : ka は自由変数と

して ka を含む．

他の場合も同様に証明できる．

(ii) M ≡ δ(N,x1.P1, x2.P2)のとき． M の型が ⊥
でないことより，Pj の型も⊥でない．(ii)に関
する帰納法の仮定より，Pj : KはKの自由変数

を全て含む．さらにNはα1∨α2の形の型を持つ

から，(ii)に関する帰納法の仮定より，M : K ≡
N :λm.m(λx1.(P1 :K))(λx2.(P2 :K)) は

P1 : K の自由変数を全て含み，従って K の自

由変数を全て含む．

M ≡ µa.N のとき．M の型が⊥でないことよ
り，aの型は⊥でない．また，M は空疎でない

ことより，N は自由変数として aを含む．よっ

て (i)に関する帰納法の仮定により，N : λx.xは

ka を含むから，M :K ≡ (N :λx.x)[ka := K]
はK の自由変数を全て含む．

他の場合も同様に証明できる．

命題 3.6 λµ→∧∨⊥項M について，M → N ならば

M →∗ N が成立する．とくに，M が型をもち，空

疎でなければ，以下が成り立つ．

• M →β N ならば M →+ N，

• M →δµ N ならば M ≡ N．

証明. 任意の λ 項 K に関して M : K →∗ N : K で
あることと同時に，M → N に関する帰納法で示す．

ここで，次の補題を利用する．任意の P，K，Miに

ついて，次が成立する．

• (P :K)[k := K ′] ≡ P :K[k := K ′]
(P が kを含まないとき)

• (P :K)[x := M1] →∗

P [x := M1] : K[x := M1]

• (P :K)[ka := λm.mM1ka] ≡
P [a⇐ []M1] : K[ka := λm.mM1ka]

• (P :K)[ka := λx.x(λy1y2.yjka)] ≡
P [a⇐πj []] : K[ka := λx.x(λy1y2.yjka)]

• (P :K)
[ka := λm.m(λx1.(M1 : ka))(λx2.(M2 : ka))]

≡ P [a⇐δ([], x1.M1, x2.M2)] :K[ka :=
λm.m(λx1.(M1 : ka))(λx2.(M2 : ka))]

これらは P に関する帰納法によって証明できる．

(β→) M ≡ (λx.P )Q，N ≡ P [x := Q]の場合．以
下のとおり証明される．

M :K ≡ (λm.mNK)(λx.P )

→+ P [x := N ]K

≡ (λk.(P : k)[x := N ])K

→∗ (λk.(P [x := N ] : k))K (補題より)

→ P [x := N ] :K

他の β 規則に関しても同様である．

(δ)の場合．

M ≡ C[δ(Q, x1.P1, x2.P2)]，

N ≡ δ(Q, x1.C[P1], x2.C[P2])

とする．例えば C = π1[]のときは以下のとおり証明
される．ここで，

K1 ≡ λx.x(λy1y2.y1K)

K2 ≡ λm.m(λx1.(P1 :K1))(λx2.(P2 : K1))

とすると，任意の P について P : K1 ≡ π1P :K で
あるから，

K2 ≡ λm.m(λx1.(π1P1 : K))(λx2.(π1P2 :K))



である．従って，

M : K ≡ δ(Q, x1.P1, x2.P2) : K1

≡ Q : K2

≡ δ(Q, x1.π1P1, x2.π1P2) : K

≡ N :K

である．

(µ) M ≡ C[µa.P ]，N ≡ µa.P [a⇐C]の場合．例
えば，C = π1[]のとき，K ′ ≡ λx.x(λy1y2.y1ka)と
すると

M : K ≡ µa.P : λx.x(λy1y2.y1K)

≡ (µa.P : K ′)[ka := K]

≡ (P : λx.x)[ka := K ′][ka := K]

≡ (P [a⇐π1[]] : λx.x)[ka := K] (補題より)

≡ µa.P [a⇐π1[]] : K

と証明される．

その他の場合は帰納法の仮定と補題 3.5から証明
される．例えば，M1M2 →β M1N2 (M2 →β N2)の
ときは次のとおり証明される．帰納法の仮定により

M2 →+ N2 であり，M1 は α → β の形の型を持つ

から補題 3.5(ii)よりM1 : kは kを含む．よって，以

下のとおりである．

M1M2 : K ≡ M1 : λm.mM2K

≡ (M1 : k)[k := λm.mM2K]

→+ (M1 : k)[k := λm.mN2K]

≡ M1N2 : K

3.2 増加項

λµ→∧∨⊥の項M の増加項M+とは，M と意味が

同じであって，かつ空疎でない項のことである．増

加項に対しては継続消滅が起こらない．また，任意

の λµ→∧∨⊥項間の簡約に対して，その増加項間にも

簡約関係があることが解る．これらの事実によって，

強正規化性を証明する．

定義 3.7 (増加項) 各型 αについて λ変数 cαを用意

する．λµ→∧∨⊥項M に対し，増加項の集合Aug(M)
を図 4のとおり定義する．また，単一除去文脈 Cに対
してAug(C)を C中の項をその増加項にそれぞれ置き
換えた単一除去文脈の全体とする．例えばAug([]M)
は []M+ (M+ ∈ Aug(M))なる形の単一除去文脈の
全体とする．

補題 3.8 任意の M について，その任意の増加項

M+ ∈ Aug(M)は空疎でない．

証明. Aug(µa.M)の定義より明らかである．

命題 3.9 (i) 任意の型をもつ項M に対し，型をも

つ増加項が存在する．より詳細には，Γ ` M :
α;∆ならば，cβ : βの形の型宣言の集合Πと増
加項M+ ∈ Aug(M)が存在して，Γ,Π ` M+ :
α;∆が導出可能である．

(ii) M →• N (• = β，δ または µ) かつ M+ ∈
Aug(M)ならば，増加項N+ ∈ Aug(N)が存在
してM+ →• N+ が成り立つ．

証明. (i) Γ ` M : α;∆ の導出に関する帰納法に
よる．

(ii) M →• N に関する帰納法による．この際，次

の補題を利用する．任意の項Mi，単一除去文

脈 C と，任意の増加項M+
i ∈ Aug(Mi)，C+ ∈

Aug(C)に対して，

• M+
1 [x := M+

2 ] ∈ Aug(M1[x := M2])

• M+
1 [a⇐C+] ∈ Aug(M1[a⇐C])

これらは容易に示すことができる．

(β→) M ≡ (λx.P1)P2，N ≡ P1[x := P2]
の場合. 任意の M+ ∈ Aug(M) は，M+ ≡
(λx.P+

1 )P+
2 の形をしている．ここで P+

i ∈
Aug(Pi)である．このとき，M+ →β P+

1 [x :=
P+

2 ]であり，補題より右辺は N ≡ P1[x := P2]
の増加項である．

他の β 規則についても同様である．



Aug(x) = {x}
Aug(λx.M) = {λx.M+ | M+ ∈ Aug(M)}
Aug(MN) = {M+N+ | M+ ∈ Aug(M), N+ ∈ Aug(N)}

Aug(〈M1, N2〉) = {〈M+
1 ,M+

2 〉 | M+
j ∈ Aug(Mj)}

Aug(πjM) = {πjM
+ | M+ ∈ Aug(M)}

Aug(ιjM) = {ιjM+ | M+ ∈ Aug(M)}
Aug(δ(M, x1.P1, x2.P2) = {δ(M+, x1.P

+
1 , x2.P

+
2 ) | M+ ∈ Aug(M), P+

j ∈ Aug(Pj)}
Aug(aM) = {aM+ | M+ ∈ Aug(M)}

Aug(µa.M) = {µa.(λz.M+)(aK[cα]) | M+ ∈ Aug(M)，zはM+ 中自由に現れない，

αは任意の型，K[cα]は空疎でない }

図 4: λµ→∧∨⊥ 項の増加項

(δ) の場合．

M ≡C[δ(Q, x1.P1, x2.P2)]，

N ≡ δ(Q, x1.C[P1], x2.C[P2])

とすると， M+ ∈ Aug(M)は

M+ ≡ C+[δ(Q+, x1.P
+
1 , x2.P

+
2 )]

の形である．このとき，

M+ →δ δ(Q+, x1.C+[P+
1 ], x2.C+[P+

2 ])

であるが，この右辺は N の増加項である．

(µ)の場合．

M ≡C[µa.P ]，N ≡µa.P [a⇐C]
とすると，M+ ∈ Aug(M)は，

M+ ≡ C+[µa.(λz.P+)(aK[c])]

の形である．このとき，

M+ →µ µa.(λz.P+[a⇐C+])(aC+[K[c]])

であり，上の補題と C+[K[c]]が空疎でないこと
より，この右辺は N の増加項である．

その他の場合は，帰納法の仮定より証明できる．

3.3 λµ→∧∨⊥の強正規化性

以上より，λµ→∧∨⊥ の強正規化性が証明できる．

まず，[4]において，δµ簡約に関しては，型をも

たない項をも含めて強正規化性が証明されている．

命題 3.10 ([4]) 任意の（型をもたないものも含む）

λµ→∧∨⊥の項は δµ簡約について強正規化可能である．

証明. λµ→∧∨⊥項のノルム |M |を正の自然数として
定義し，M →δµ N ならば |M | > |N |であることが
証明できる [4]．

定理 3.11 任意の型をもつ λµ→∧∨⊥ 項は βδµ簡約

について強正規化可能である．

証明. 型をもつ λµ→∧∨⊥項M0から始まる無限簡約

列M0 → M1 → M2 → · · · が存在したとする．こ
のとき，M0 の型をもつ増加項M+

0 と，各Mi の増

加項 M+
i が存在し，空疎でない項からなる無限簡

約列 M+
0 → M+

1 → M+
2 → · · · がとれる．さら

に，各項の CPS 変換をとれば，M+
0 →∗ M+

1 →∗

M+
2 →∗ · · · となる．ここで，Mi →β Mi+1 なる

ステップに関しては，M+
i →β M+

i+1 であり，M+
i

が空疎でないことと合わせて，M+
i →+ M+

i+1 が得



られる．また，Mi →δµ Mi+1 なるステップに関し

ては，M+
i ≡ M+

i+1 である．δµの強正規化性より，

M0 → M1 → M2 → · · · 中には無限に多くの β 簡

約のステップが現れる．よって，M+
0 →∗ M+

1 →∗

M+
2 →∗ · · · は無限簡約列である．これは単純型付

λ計算の強正規化性に反する.

4 一般的除去規則をもつ自然演繹

古典論理の強正規化性

この章では λµ→∧∨⊥の含意，連言に対する除去規

則を一般化した体系 λµ→∧∨⊥g を定義し，この体系の

強正規化性を前章と同様の方法で証明する．

4.1 λµ→∧∨⊥g の定義

まず，一般的除去規則をもつ自然演繹古典論理の

体系 λµ→∧∨⊥g を定義する．

選言の除去規則 (∨E)は，シーケント計算における
左規則に近い形をしているが，含意，連言の除去規

則を同様の方法で定義することによって，シーケン

ト計算との関連を調べる際により扱いやすい形で自

然演繹体系を定義することができる．実際に，[15]で
von Platoは除去規則を統一的な形で定義した自然
演繹体系を与え，その体系における証明とシーケン

ト計算の証明との間の一対一対応を与えている．こ

の体系における連言，含意の除去規則

Γ ` A1 ∧A2;∆ Γ, A1, A2 ` C;∆
Γ ` C;∆

(∧E)

Γ ` A → B;∆ Γ ` A;∆ Γ, B ` C; ∆
Γ ` C;∆

(→E)

は，普通の自然演繹における除去規則の一般化になっ

ており，一般的除去規則 (general elimination) と呼
ぶ．実際，λµ→∧∨⊥における選言，含意の除去は一

般的除去規則の特殊な場合として
....

Γ ` A1 ∧A2;∆ Γ, A1, A2 ` A1; ∆
Γ ` Aj ;∆

(∧E)

....
Γ ` A → B;∆

....
Γ ` A;∆ Γ, B ` B;∆

Γ ` B; ∆
(→E)

で，それぞれ表現可能である．普通の除去規則と一

般除去規則との関係の詳細は次章で述べる．

定義 4.1 (λµ→∧∨⊥g ) (i) λµ→∧∨⊥g の型は λµ→∧∨⊥

の型と同じである．

(ii) 項は，除去規則に対応する部分を変更する．除
去規則を統一的に扱うことを明示的にするため，

選言の除去規則に対応する項の構成子を表す記

号を δから E∨ に変更する．

M, N, P ::= x | λx.M | E→(M,N, x.P )

| 〈M,N〉 | E∧(M, (x1, x2).P )

| ιjM | E∨(M,x1.P1, x2.P2)

| aM | µa.M

この変更に伴い，除去文脈の定義も変更する

K ::= [] | E→(K, N, x.P ) | E∧(K, (x1, x2).P )

| E∨(K, x1.P1, x2.P2)

単一除去文脈の定義も同様に変更する．

(iii) 型付け規則については，除去規則のみ図 5のと
おり変更する．また，λµ→∧∨⊥g の簡約規則は図

6のとおりである．

4.2 CPS変換

λµ→∧∨⊥g の CPS変換を定義する．新たに導入し
た E→，E∧ 以外の部分は λµ→∧∨⊥ の CPS変換と
同じである．

定義 4.2 (CPS変換) λµ→∧∨⊥g 項M のCPS変換

をM ≡ λk.(M : k)と定義する．ここで，λµ→∧∨⊥g



Γ ` M : α → β;∆ Γ ` N : α; ∆ Γ, x : β ` P : γ;∆
Γ ` E→(M, N, x.P ) : γ; ∆

(→E)

Γ ` M : α1 ∧ α2;∆ Γ, x1 : α1, x2 : α2 ` P : γ;∆
Γ ` E∧(M, (x1, x2).P ) : γ;∆

(∧E)

Γ ` M : α1 ∨ α2;∆ Γ, x1 : α1 ` P1 : γ;∆ Γ, x2 : α2 ` P2 : γ;∆
Γ ` E∨(M, x1.P1, x2.P2) : γ;∆

(∨E)

図 5: λµ→∧∨⊥g の型付け規則（除去規則のみ抜粋）

(β→) E→(λy.M, N, x.P ) →β P [x :=M [y :=N ]]
(β∧) E∧(〈M1, M2〉, (x1, x2).P ) →β P [x1 :=M1][x2 :=M2]
(β∨) E∨(ιjM, x1.P1, x2.P2) →β Pj [xj :=M ]

(δ) C[C′[M ]] →δ (C′ ? C)[M ]

(µ) C[µa.M ] →µ µa.M [a ⇐ C]，

ここで，単一除去文脈 C，C′ の置換 C′ ? C を以下で定義する．

E→([], N, x.P ) ? C ≡ E→([], N, x.C[P ])

E∧([], (x1, x2).P ) ? C ≡ E∧([], (x1, x2).C[P ])

E∨([], x1.P1, x2.P2) ? C ≡ E∨([], x1.C[P1], x2.C[P2])

図 6: λµ→∧∨⊥g の簡約規則



項M と λ項Kに対してM : Kは以下で定義される．

x :K ≡ xK

λx.M :K ≡ K(λx.M)

〈M, N〉 :K ≡ K(λx.xM N)

ιjM :K ≡ K(λy1y2.yjM)

C[M ] :K ≡ M :(C ::K)

aM :K ≡ M : ka (ka は λ変数)

µa.M :K ≡ (M :λx.x)[ka := K]

ここで，Cは任意の単一除去文脈であり，C ::Kは以
下で定義される．

E→([],M, x.P ) :: K ≡
λy.(λx.(P : K))(yM)

E∧([], (x1, x2).P ) :: K ≡ λy.y(λx1x2.(P : K))
E∨([], x1.P1, x2.P2) :: K ≡

λy.y(λx1.(P1 : K))(λx2.(P2 : K))

論理式の二重否定変換，および項が空疎であるこ

との定義は，それぞれ定義 3.2，定義 3.4 と全く同様
である．

命題 4.3 λµ→∧∨⊥g で M が型をもてば，単純型付

λ計算でM が型をもつ．より詳細には，Γ ` M :
α;∆ が導出可能なとき，単純型付 λ 計算において

Γ,¬∆∗ ` M : αが導出可能である．

証明. Γ ` M : α;∆の導出に関する帰納法による．

直感的に，単一除去文脈 C は継続の一部と見るこ
とができるが，このとき C ::K は二つの継続 CとK

の合成になっている．この合成演算と単一除去文脈の

置換演算 ?との間には次の補題のような関係がある．

補題 4.4 任意の単一除去文脈 C，C′について，(C′ ?
C) :: K ≡ C′ ::(C :: K)である．

証明. C′ の形に関して場合分けをすることにより簡
単に証明できる．

これにより，

C[C′[M ]] : K ≡ M :(C′ ::(C ::K))

≡ M :((C′ ? C) :: K)

≡ (C′ ? C)[M ] :K

であるから，CPS変換が置換簡約に対して不変であ
ることがわかる．さらに β，µについても λµ→∧∨⊥

のときと同様，簡約関係→∗ を保存する．

補題 4.5 λµ→∧∨⊥g 項M は型をもち，空疎でなく，

さらにKは任意の λ項とするとき，以下が成り立つ．

(i) M が aを自由変数として含み，aの型が⊥でな
いならば，M : K は ka を自由変数として含む．

(ii) M の型が ⊥でないとき，M :K は自由変数と
してK の自由変数を全て含む．

証明. M に関する帰納法による．

命題 4.6 λµ→∧∨⊥g 項M について，M → N ならば

M →∗ N が成立する．とくに，M が型をもち空疎

でない場合，以下が成り立つ．

• M →β N ならば M →+ N，

• M →δµ N ならば M ≡ N．

証明. 任意の λ項K について，M : K →∗ N : K で
あることと同時に，M → N に関する帰納法によっ

て証明する．証明は λµ→∧∨⊥のときと同様，補題 4.5
と次の補題により証明できる．

• (P : K)[x := M1] →∗ P [x := M1] : K[x := M1]

• (P : K)[ka := C :: ka]≡P [a ⇐ C] : K[ka :=
C :: ka]

4.3 増加項

λµ→∧∨⊥g の増加項およびその性質は λµ→∧∨⊥の場

合と同様である．



定義 4.7 (増加項) λµ→∧∨⊥g 項M の増加項の集合

Aug(M)は λµ→∧∨⊥の場合と同様に定義する．例え

ばAug(E→(M, N, x.P )の定義は以下のようになる．

{E→(M+, N+, x.P+) |
M+ ∈ Aug(M), N+ ∈ Aug(N), P+ ∈ Aug(P )}

補題 4.8 任意の M について，その任意の増加項

M+ ∈ Aug(M)は空疎でない．

証明. Aug(µa.M)の定義により明らかである．

命題 4.9 (i) 任意の型をもつ項M に対し，型をも

つ増加項が存在する．より詳細には，Γ ` M :
α;∆ならば，cβ : βの形の型宣言の集合Πと増
加項M+ ∈ Aug(M)が存在して，Γ, Π ` M+ :
α;∆が導出可能である．

(ii) M →• N (• = β，δ または µ) かつ M+ ∈
Aug(M)ならば，増加項N+ ∈ Aug(N)が存在
してM+ →• N+ が成り立つ．

証明. λµ→∧∨⊥ のときと同様に証明できる．

4.4 δµ簡約の強正規化性

λµ→∧∨⊥g の δµ簡約の強正規化性を示す．これは，

de Grooteが λµ→∧∨⊥項に対して定義したノルム [4]
を λµ→∧∨⊥g 項に自然に拡張することによって証明す

る．λµ→∧∨⊥の場合と同様，δµ簡約の強正規化性は

型をもたない項に対しても示すことができる．

定義 4.10 (ノルム) λµ→∧∨⊥g 項に対してノルム |M |
および補助概念#M，bMcaを以下のとおり定義す
る．

(i) |M |および |C|．

|x| = 1 |λx.M | = |M |
|〈M, N〉| = |M |+ |N | |ιjM | = |M |
|µa.M | = |M | |aM | = |M |
|C[M ]| = |M |+ #M |C|

|E→([], N, x.P )| = |N |+ |P |
|E∧([], (x, y).P )| = |P |

|E∨([], x1.P1, x2.P2)| = |P1|+ |P2|

(ii) #M および#C．

#x = 1 #λx.M = 1
#〈M,N〉 = 1 #(ιjM) = 1

#µa.M = bMca + 1 #aM = 1
#C[M ] = 2#M#C

#E→([], N, x.P ) = #N + #P

#E∧([], (x, y).P ) = #P

#E∨([], x1.P1, x2.P2) = #P1 + #P2

(iii) bMca および bCca．

bxca = 0 bλx.Mca = bMca
bιjMca = bMca bµb.Mca = bMca

b〈M,N〉ca = bMca + bNca
bbMca = bMca (a 6≡ b)
baMca = bMca + #M

bC[M ]ca = bMca + #MbCca

bE→([], N, x.P )ca = bNca + bP ca
bE∧([], (x, y).P )ca = bP ca

bE∨([], x1.P1, x2.P2)ca = bP1ca + bP2ca

補題 4.11 Aは任意の項または単一除去文脈を表す

メタ変数とする．

(i) |A| ≥ 1，#A ≥ 1，および bAca ≥ 0である．

(ii) aが A中自由に現われないならば bAca = 0で
ある．

証明. いずれも，定義より明らかである．

補題 4.12 a 6∈ FV (C)とするとき，以下が成立する．

(i) #M [a⇐C] = #M，



(ii) a 6≡ bならば bM [a⇐C]cb = bMcb +bMcabCcb，

(iii) bM [a⇐C]ca = 2bMca#C，

(iv) |M [a⇐C]| = |M |+ bMca|C|．

証明. 全てM に関する帰納法によって証明できる．

命題 4.13 M →δµ N ならば，|M | > |N |である．

証明. M →δµ N の定義に関する帰納法によって，

|M | > |N |かつ #M ≥ #N かつ bMca ≥ bNca を
証明する．このとき以下の補題を用いる．任意の単

一除去文脈 Ci に対して以下が成り立つ．

• |C1|+ 2#C1|C2| > |C1 ? C2|

• 2#C1#C2 ≥ #C1 ? C2

• bC1ca + 2#C1bC2ca ≥ bC1 ? C2ca

これらは C1の形による場合分けによって容易に証明

できる．

(δ) M ≡ C[C′[P ]]，N ≡ (C′ ? C)[P ]の場合． 次
のとおり証明される．

|C[C′[P ]]| = |C′[P ]|+ #C′[P ]|C|
= |P |+ #P |C′|+ 2#P#C′|C|
= |P |+ #P (|C′|+ 2#C′|C|)
> |P |+ #P |C′ ? C| (補題より)
= |(C′ ? C)[P ]|

#C[C′[P ]] = 4#P#C′#C
≥ 2#P#(C′ ? C) (補題より)
= #(C′ ? C)[P ]

bC[C′[P ]]ca = bC′[P ]ca + #C′[P ]bCca
= bP ca + #P (bC′ca + 2#C′bCca)
≥ bP ca + #P bC′ ? Cca (補題より)
= b(C′ ? C)[P ]ca

(µ) M ≡ C[µa.P ]，N ≡ µa.P [a⇐C]の場合．次
のとおり証明される．

|C[µa.P ]| = |µa.P |+ #µa.P |C|
= |P |+ (bP ca + 1)|C|
> |P |+ bP ca|C| (|C| ≥ 1より)
= |P [a⇐C]| (補題 4.12 (vi)より)
= |µa.P [a⇐C]|

#C[µa.P ] = 2#µa.P#C
= 2(bP ca + 1)#C
≥ 2bP ca#C + 1 (2#C ≥ 1より)
= bP [a⇐C]ca + 1 (補題 4.12 (iii)より)
= #µa.P [a⇐C]

bC[µa.P ]cb = bµa.P cb + #µa.P bCcb
= bP cb + (bP ca + 1)bCcb
≥ bP cb + bP cabCcb
= bP [a⇐C]cb (補題 4.12 (ii)より)
= bµa.P [a⇐C]cb

その他の場合は帰納法の仮定と次の事実から証明

できる．任意の（除去文脈とは限らない）文脈 E と，
任意の項 M，N に対し，|M | > |N | かつ #M ≥
#N かつ bMca ≥ bNcaならば，|E [M ]| > |E [N ]|か
つ #E [M ] ≥ #E [N ]かつ bE [M ]ca ≥ bE [N ]ca であ
る．

定理 4.14 任意の（型をもたないものも含む）

λµ→∧∨⊥g の項は δµ簡約について強正規化可能である.

証明. 命題 4.13による．

4.5 λµ→∧∨⊥g の強正規化性

以上より，λµ→∧∨⊥g の強正規化性は λµ→∧∨⊥のと

きと全く同様に証明できる．

定理 4.15 任意の型をもつ λµ→∧∨⊥g 項は βδµ簡約

に関して強正規化可能である．



5 λµ→∧∨⊥のλµ→∧∨⊥g への埋め込み

この章では，一般的除去規則が実際に従来の除去

規則の一般化になっていることを，λµ→∧∨⊥ から

λµ→∧∨⊥g への埋めこみを与えることによって示す．

この埋め込みは簡約ステップをもこめたものであり，

これによって λµ→∧∨⊥ の強正規化性が λµ→∧∨⊥g の

強正規化性に簡単に帰着できる．

定義 5.1 λµ→∧∨⊥ 項M の λµ→∧∨⊥g への埋め込み

M∗ を以下のとおり定義する．

x∗ ≡ x

(λx.M)∗λx.M∗

〈M, N〉∗ ≡ 〈M∗, N∗〉
(ιjM)∗ ≡ ιjM

∗

(MN)∗ ≡ E→(M∗, N∗, x.x)

(πjM)∗ ≡ E∧(M∗, (x1, x2).xj)

δ(M, x1.P1, x2.P2)∗ ≡ E∨(M∗, x1.P
∗
1 , x2.P

∗
2 )

(µa.M)∗ ≡ µa.M∗

(aM)∗ ≡ aM∗

命題 5.2 (i) λµ→∧∨⊥で Γ ` M : α;∆が導出可能
ならば，λµ→∧∨⊥g で Γ ` M∗ : α;∆が導出可能
である．

(ii) λµ→∧∨⊥ でM →• N（• = β，δまたは µ）な

らば，λµ→∧∨⊥g でM∗ →• N∗ である．

証明. (i) Γ ` M : α;∆ の導出に関する帰納法に
よる．

(ii) 任意の項 M，N について M [x := N ]∗ ≡
M∗[x := N∗] であることが M に関する帰納

法で証明できる．この事実を使えばM →• N

の定義に関する帰納法で証明できる．各 β簡約

は埋め込んだ先では以下のようになる．

(β→) ((λx.M)N)∗

≡ E→(λx.M∗, N∗, y.y)
→β y[y := M∗[x := N∗]]
≡ (M [x := N ])∗

(β∧) (πj〈M1, M2〉)∗
≡ E∧(〈M∗

1 ,M∗
2 〉, (x1, x2).xj)

→β xj [x1 := M∗
1 ][x2 := M∗

2 ]
≡ M∗

j

(β∨) δ(ιjM, x1.P1, x2.P2)∗

≡ E∨(ιjM∗, x1.P
∗
1 , x2.P

∗
2 )

→β P ∗j [xj := M∗]
≡ (Pj [xj := M ])∗

この命題より，λµ→∧∨⊥における無限簡約列の存

在は λµ→∧∨⊥g の無限簡約列の存在を導くことがわか

る．すなわち，λµ→∧∨⊥の強正規化性は，この埋め

込みによって λµ→∧∨⊥g の強正規化性に帰着できる．

6 おわりに

置換簡約を含む自然演繹の強正規化性は，直観主

義論理の場合について de Grooteが [5]で証明を与
えている．[5]では，連言，選言，含意を含む自然演
繹直観主義論理から含意のみを含む体系，すなわち

単純型付 λ計算への変換として CPS変換を利用し
ており，本論文や [4] の証明と同じアイディアに基
いているが，直観主義論理の場合は，古典論理の場

合のように µオペレータのようなコントロールオペ

レータを持たないため継続消滅のような困難がない．

置換簡約を含む自然演繹古典論理の強正規化性は

[2]，[14]などで証明されている．[2]では David と
Nourが，本論文で扱った λµ→∧∨⊥ 相当の体系の強

正規化性を初等的な概念のみで証明している．[14]で
は，龍田とMintsが二階の自然演繹古典述語論理の
強正規化性を飽和集合の概念を拡張することによっ

て証明している．本論文の方法はCPS変換を利用し
ている点でこれらとは別のアプローチで証明を与え



るものであり，既存の証明と比較して非常に単純で

ある．

一般的除去規則を含む自然演繹の強正規化性に関

しては，含意のみを含む直観主義論理の場合に対し

Joachimski と Matthes が強正規化可能な項のクラ
スの帰納的な定義を与えることによって証明してい

る [8]が，その他の結合子に関する一般的除去規則
を含む体系，および古典論理の場合については未だ

証明がなかった．

一般的除去規則はその形がシーケント計算の左規

則と類似しており，自然演繹とシーケント計算との

間の関係を調べる際に有用な概念であると考えられ

る．実際，一般的除去規則をもつ直観主義自然演繹

における正規な証明は，シーケント計算におけるカッ

トのない証明と一対一に対応することが von Plato
によって示されている [15]．この結果は，シーケント
計算の右交換規則を明示的にすることにより，古典

論理にも自然に拡張することができる．シーケント

計算の計算論的意味に関しては，大堀によって低レ

ベル機械コードとある種のシーケント計算との対応

関係が見出されていたり [11]，CurienとHerbelinの
λµµ̃ [1]，Wadlerの dual calculus [16]などシーケン
ト計算古典論理の証明への項割当て系としてある種

の双対性をもつ計算体系が提案されるなど，活発に

研究されているが，未だ決定的なものはない．一方，

自然演繹は Curry-Howard同型により，その計算論
的側面がかなり詳細に調べられてられており，一般

的除去規則に関する計算論的な意味も，通常の自然

演繹同様，比較的理解が容易である．例えば→除去
に関する β 簡約

E→(λx.M, N, y.P ) → P [y := M [x := N ]]

は直感的に，関数 λx.M に引数 N を渡して計算し

た結果を，継続 y.P に渡す，という計算であると解

釈できる．他の単一除去文脈も，計算結果を渡す継

続を保持していると考えることができ，本論文で与

えたCPS変換はそれを反映している．このように計
算論的意味の理解が容易な自然演繹とシーケント計

算の間に関係が存在することは，シーケント計算の

計算論的意味の理解に大きな役割を果たすと考えら

れる．この目的のためには，正規な証明の間の対応

だけではなく，正規でない証明に関する対応を考え，

自然演繹における正規化の過程とカット除去の過程

との間の関係を考えることが必要であるが，それは

今後の課題である．
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